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1 Defini¢cdes
1.1 Integral indefinida

Uma integral € dita indefinida quando ndo se conhece os limites de

integracao, ou seja, o intervalo no qual ela esta sendo integrada.

Exemplo:

ff(x) dx=F(x)+C

Na integragdo indefinida, a funcéo resultante sera a funcéo integrada F(x),
sendo necessario soma-la a uma constante, chamada de constante de
integracdo. Neste trabalho C sera sempre tratada como a constante de

integracdo e k sempre sera uma constante qualquer que venha a aparecer.
1.2 Integral definida

Diferentemente da integral indefinida, os limites da integral definida ja estao
estabelecidos, para resolvé-la, basta encontrar a integral da fungdo em questéo,

e neste resultado substituir os valores dos limites superior e inferior.

Exemplo:

B
f f(x) dx = F(X) + €I}y = (F(B) + €) — (F(4) + €)
A



Como as constantes de integracdo séo iguais, a integral definida é a
subtracdo das funcbes primitivas substituidas pelos limites superior e inferior,
neste caso (B e A respectivamente). Resultando em:

B
f £ dx = F(B) - F(A)
A

2 Propriedades Basicas

2.1 Soma e Subtracéao

Qualguer soma ou subtracdo de funcdes, que estejam dentro da integral,

pode ser separada como a soma/subtracao individual da integral de cada funcao.

[(re0 £ g@)ax = [ rwax £ [ gooax

Exemplo:

f(x2+3x—2)dx

f(x2+3x—2)dx= fxzdx+f3xdx— dex

Agora basta resolver individualmente cada uma das integrais obtendo-se:

x2

x3
?+T—2x+C=F(x)

2.2 Constantes

Qualquer constante que multipligue a fungdo dentro da integral, é

equivalente a multiplicacao da integral pela mesma constante.

fkf(x)dx = kff(x)dx



Exemplo:

f(x2+3x—2) dx

X

24+3x—-2
f(x X )dx
X

Semelhante ao exemplo anterior

x2 podemos separar a integral na
f?dx - f_ dx = f dx = soma/subtragéo de integrais. E
fxdx+f3 dx_j; dx simplificar o que for possivel.

Percebe-se que 3 e 2 sdo constantes multiplicando uma funcao f(x), para o caso
de 3, f(x) = lepara?2, f(x) = i Portanto podemos tira-los da integral

resultando em:

2 1
fxdx+f3dx—f;dx= fxdx+3fdx—2f;dx

Resolvendo-se individualmente cada integral obtemos que:

x2
F(x) = — + 3x —2In(x)+C

3 Meétodos pararesolucao de integrais
3.1 Meétodo por substituicdo de variavel
O método por substituicdo de variavel consiste em transformar uma integral

desconhecida em uma integral direta e mais facil de ser resolvida, a partir da

substituicdo da variavel independente em uma nova variavel.



Exemplo:

f 2x d
x2+1 .

Inicialmente escolhemos uma das
funcdes presentes na integral. Neste

caso foi escolhido x? + 1 e dissemos

u=x%2+1 >
que uma variavel qualquer u assume
du o , :
— =2x » du = 2x dx os valores desta funcdo. Além disso,
X
derivamos esta funcéo para obter a
dependéncia dessa com as variagdes
em dx.
2x du Com os valores obtidos anteriormente
f 5 dx -» | —
x“+1 u

podemos substituir na integral

desejada.

A integral obtida é uma integral direta, que pode facilmente ser resolvida ao

olhar para a tabela de integrais. Resultando em:

du Resolvida a integral, basta substituir

—=In(u)+C

u todos os lugares com a variavel u, pela
funcdo que foi atribuida a ela, neste

caso x? + 1. Resultando em:

F(x)=In(x*+1)+C




3.2 Método por partes

O método de integracao por partes vem da derivacao de uma multiplicacéo

de funcbes. Abaixo mostra-se o desenvolvimento da derivacdo de duas funcgdes.
Desenvolvimento:

Dadas duas funcdes: g(x) e f(x). A derivada da multiplicacdo de g(x)f(x)
sera dada pela férmula abaixo (n&o vou entrar nos méritos da demonstracéao pela

definicdo de derivada).

A=) _d@) . AP

dx  dx f+ dx
Integrando ambos os lados:
d(g f) 3 d(g) af)
.f x = fd x+ dx g dx

A integral da derivada f%dx resulta diretamente na multiplicacdo de

g(¥)f(x). Rearranjando os termos e isolando uma das integrais obtém-se:

f— f(g) _ cgf) dx

Com isso o desenvolvimento da integracéo por partes é finalizado, a ideia
€ separar uma multiplicacdo de funcbes e torna-las em uma derivada mais

simples de se resolver. O exemplo a seguir vai ilustrar este tipo de integracao.



Exemplo:

f xsen(x) dx

Percebe-se a integral € uma

multiplicagao de fungdes, logo o
) = (9)_1 plicag ¢ g
dx método de integral por partes pode ser
@ =sen (x) - f(x) = —cos(x) aplicado. Neste caso escolhemos uma
x
fungéo para ser g(x) e outra como %
(g) (f) Com as funcdes obtidas, basta
x f— f = | ax g dx

—xcos(x) — j —cos(x) dx

= j xsen(x) dx

substituir na férmula da integral por

partes.

Percebemos que com a integral por partes, sobrou apenas uma integral simples

para se resolver, [ — cos(x) dx.

—xcos(x) + sen (x) +C

= f xsen(x) dx

Com a integral resolvida, indiretamente

obteve-se a resposta para

[ xsen(x)dx.

F(x) = sen(x) — xcos(x) + C




3.3 Método por fragcdes parciais

Por fim, o dltimo método de integracdo a ser abordado € o método de
fracbes parciais. Como o proprio nome implica, 0 método busca reduzir uma
integral que parece complexa, em um somatério de fracbes de simples

integracdo. Antes serem feitos exemplos, é necessario lembrar de dois

conceitos.

Multiplicidade de uma raiz: A multiplicidade de uma raiz se deve a quantas

vezes ela pode ser resposta de um polindmio p(x) = 0.

Exemplo: p(x) = x3, neste caso, 0 é raiz de multiplicidade 3 da equacéo p(x),

pois serve como resposta 3 vezes. (veja que podemos escrever X3 COMO x. x. X.

Outro exemplo: p(x) = (x — 3)?(x — 2)3(x + 3), neste caso, podemos ver que
3 serd resposta duas vezes, 2 sera resposta trés vezes e -3 sera resposta uma
vez. Portanto 3 é raiz de multiplicidade dois, 2 é raiz de multiplicidade trés e -3

raiz de multiplicidade 1.

Fatoracao de polinbmios: A fatoracéo de polindémios visa reduzir um polindbmio

a uma multiplicacéo de fatores.

Exemplo: p(x) = x? — 4x + 3, este polinémio pode ser reduzido como p(x) =
(x—=3)(x—1).

Vamos agora, aplicar estes conhecimentos na integracao por partes.



Exemplo:

x* -3 d
x—3)72(x—1)

Passo 1: Fatorar (j& esta
(x — 3)? - multiplicidade 2 o
fatorado) e definir a

(x —1) - multiplicidade 1 - ;
multiplicidade das raizes

Passo 2: Assumir que a soma de
fracOes parciais, gera a funcéo
jA+B+Cd final. Not : devid
x—3 @-37 x-1 x inal. Note que: devido a
multiplicidade de (x-3) ser 2, ela

aparece duas vezes na soma.

Passo 3: Faz-se a soma das

5 _ _ _2)2
fA(x DE-D+Bx—-1)+C(x—3) dx fracOes, para determinar A, B e
(x—3)*(x—1)
C.

Ax?> —4Ax + 3A+ Bx — B + Cx* — 6Cx + 9C Passo 4: Igualam-se os

numeradores do método com a

=x?-3
A+ C =1 (comparando com x?) fungdo inicial, e assim por
—4A + B — 6C = 0 (comparando com x) comparacdo podemos montar
3A — B +9C = -3 (comparando com — 2) .
um sistema

Passo 5: Resolvendo o sistema
obtemos as constantes e

substituindo na integral anterior




1 Passo 6: Aplicando a propriedade de

3
EJ. x_gdxt3 f (x — 3)2 dx soma e de multiplicacéo por uma
1 f 1 dx constante podemos separar as
2} x-1 integrais em:

Agora a resolucéo do problema se tornou bastante simplificada, bastando

resolver individualmente cada uma das integrais apresentadas.

F(x) =;ln(x—3)— 3(%) —%ln(x— D+C

Método dos residuos para fragcGes parciais

Além do método mostrado acima, outro método € possivel de ser usado,
aqui apresentarei o caso para quando todas as raizes do denominador tem
multiplicidade 1. Caso maior multiplicidade (como no exemplo acima), a formula

para calcular os numeradores € extensa e trabalhosa.
Legenda:
A, — coeficiente no indice n
T, = raiz no indicen

Apos fatorar a equacao. Obtemos de forma genérica o seguinte polinémio.

Ax™ +Bx™ 1. +Cx+D

x—1)(x — 1) . (x — 1) (X — 77)

H(x) =

E possivel escrevé-lo em fracbes parciais como apresentado abaixo:



Os coeficientes deste polinbmio podem ser calculados de forma direta
pela seguinte formula. E necessario notar que para que a resolucido seja

possivel, o grau do polinbmio do numerador, deve ser menor que o denominador.
Ap = lim ((x — 1) * H(x))
X Ty

O préximo exemplo sera o célculo de uma integral por fracées parciais

utilizando este método.

Exemplo:
x—2
CEDICE
Aq A,
P =x—3+x—1
. x—2
A= I =3 e e -1
.o x—2 1
4, = lim -1 2 Passo 1: Fatorar (ja esta
. x—2 fatorado) e aplicar a férmula.
42 = lim <(" IRMCEDICE 1))
. o x—2 1
A=lme—5=3
1 1 Passo 2: Substituindo os
f 2 12 gy ici
Y—3 x-1 coeficientes. Separamos em
1 1 1 1 duas integrais.
Ej _3dx+2f _1dx
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As integrais separadas séo de facil resolugdo e podem ser resolvidas por
meétodos como o da substituicéo.

F(x) =%ln(x—3)+%ln(x— 1)

Quaisquer duvidas referentes a matéria, ndo hesitar em procurar o monitor ou o
professor!

E-mail para contato: fabio.menslin@gmail.com

Facebook: fabio.menslin

Whatsapp: meu celular esta morto.
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